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Esercizio 1 Trova il valore della costante c per cui la funzione

f(x, y) = cye−xy1[0,∞)×[0,2](x, y)

è una densità di probabilità congiunta di X e Y e calcola le densità marginali di X e Y .

Esercizio 2 Per ciascuna delle seguenti funzioni di densità congiunta, trova il valore della

costante c tale da renderla e�ettivamente una densità di probabilità e calcola E[X], E[Y ],
Var[X], Var[Y ]:

1.

f(x, y) = cx(1− x)y 1[0,1]×[0,1](x, y);

2.

f(x, y) =

{
cy se 0 ≤ x ≤ y ≤ 1

0 altrimenti
;

3.

f(x, y) = ce−x
2+xy− y2

2 , x, y ∈ (−∞,∞).

Suggerimento: vale la generalizzazione dell'integrale di Gauss∫ +∞

−∞
ae−bx

2+cx+ddx = a

√
π

b
e

c2

4b
+d.

Però poi a casa prova a dimostrarla, mi raccomando...

Esercizio 3 (Es. 2-3 a pag. 303 del Ross)

Un'urna contiene 5 palline bianche e 8 rosse. Estraiamo 3 palline senza reinserimento. Sia Xi

uguale a 1 se la i-esima pallina estratta è bianca e sia uguale a 0 altrimenti. Si determini la

densità congiunta di

(a) X1, X2;

(b) X1, X2, X3.

Si ripeta l'esercizio quando le palline vengono reinserite nell'urna.

Esercizio 4 (Es. 4 del secondo appello del 2013)

Sia R un rettangolo di lati a > 0 e b = 2a. Sia P un punto scelto uniformemente a caso in R.
Calcolare:

(a) la probabilità che la distanza tra P e il centro C di R sia meno di a/2;

(b) la probabilità che per ogni vertice V di R la distanza tra P e V sia maggiore di a/2.
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Esercizio 5 (Es. 6.29 a pag. 309 del Caravenna - Dai Pra, primi due punti.)

Sia (X,Y ) un vettore aleatorio assolutamente continuo con densità congiunta

fX,Y (x, y) =
α(α+ 1)

(1 + x+ y)2+α
1[0,∞)(x)1[0,∞)(y)

dove α ∈ [0,∞) è una costante �ssata.

1. Senza fare conti, spiega perchè le componenti X ed Y hanno la stessa densità.

2. Dimostra che la funzione di distribuzione di X (e quindi anche di Y ) è data da

FX(t) =

(
1− 1

(1 + t)α

)
1[0,∞)(t).

Esercizio 6 (Es. 1 a pag. 302 del Ross)

Lanciamo uno dopo l'altro due dadi bilanciati. Si determini la densità discreta congiunta delle

variabili X ed Y quando

1. X è il più grande valore ottenuto sui dadi e Y la somma dei loro valori;

2. X è il valore del primo dado e Y il più grande dei due valori;

3. X è il più piccolo e Y il più grande valore dei dadi.

Esercizio 7 (Es. 7 a pag. 303 del Ross)

Si consideri una successione di prove indipendenti di Bernoulli, ognuna delle quali sia un successo

con probabilità pari a p. Sia X1 il numero aleatorio di insuccessi che precedono il primo successo

e sia X2 il numero aleatorio di insuccessi tra il primo e il secondo successo.

Si determini la densità congiunta di X1 e X2.

Esercizio 8 Un'industria farmaceutica è interessata a testare l'ipotesi che un nuovo tipo di

aspirina faccia e�etto nell'80% dei casi contro l'ipotesi che invece faccia e�etto solo nel 60%
come la normale aspirina. Applicano quindi il seguente test d'ipotesi statistico: la nuova aspirina

viene somministrata a n persone, e se si vede che fa e�etto su meno di m di esse, si accetta

l'ipotesi nulla (quella che si vuole scartare, cioè che l'aspirina faccia e�etto solo nel 60% dei

casi), altrimenti la si ri�uta.

Usando il teorema di De Moivre-Laplace, su quante cavie deve applicare il test l'industria

a�nchè esista un valore critico m tale che sia la probabilità di commettere un errore di tipo

I (cioè di ri�utare l'ipotesi nulla quando questa è vera) che quella di commettere un errore di

tipo II (cioè di accettare l'ipotesi nulla quando questa è falsa) siano inferiori a 0.01?

Esercizio 9
∗ Siano X ∼ Be(p) ed Y ∼ Be(q) variabili di Bernoulli con 0 ≤ p ≤ q ≤ 1. Trova

un vettore aleatorio Z := (X,Y ) con densità pZ(x, y) := PZ(X = x, Y = y) := P(X = x, Y = y)
tale che Z sia l'accoppiamento ottimale di X e Y , cioè:

• le marginali di Z abbiano la stessa distribuzione di X ed Y ;

• PZ({X 6= Y }) sia la minima possibile.

Suggerimento: cerca tra i vettori aleatori Z tali da soddisfare la prima condizione e tali che

PZ({X ≤ Y }) = 1. Non sono poi così tanti...
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