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Esercizio 1 Z ~ N(u,0?).

1. Lavorando (solo) sugli estremi di integrazione, otteniamo

B(Z > ) Too _a—p)? q /—OO 1 _a—p)? d
€Tr) = [ 20 xr = — € 20 xTr =
T V2ro? —z V2mo2
-1 (z—p)?
= e 2?2 dr=P(Z < —x).
—0 V2mo? ( )

2. Sfruttando il punto (1), P(|Z| > z) =P(Z > z) + P(Z < —x) = 2P(Z > x).
3. Sfruttando il punto (2),
P(|Z|<x)=1-P(Z|>2)=1-2P(Z >2)=1-2(1-P(Z < x)) =
=1-242P(Z<z)=2P(Z<z)—1.

Esercizio 2

P(N(5,02) >9) =02 =P (N(O, 1) > i 5) =02=—a <4> =08 =

o o
4 4
= — ~0.84 = 0~ — ~4.761.
o 7= 084
Esercizio 3
P(|S;] >a)25#P(—a<5’n<a)z§=><1>(a)—<b(—a):§$

Esercizio 4 Per il Teorema di De Moivre-Laplace, se Tiggg ¢ il numero di teste ottenute su
1000 lanci

—1 Tioo0 — k—
P(490 < Tip00 < k) = 0.5 = P ( 0 1000 — 500 500) -05

<
V250 V250 /250

k — 500 k
o ( > —1+(0.63) =05 = ® ( - 31.6) ~ 0.5+ 0.26 = 0.76

V250 15.8
k
- s~ 31.6 ~0.71 = k ~ (31.6 +0.71) - 15.8 ~ 510.5

Xn— 35 o :
- Zp ~ N(0,1). Consideriamo 'evento

Esercizio 5 Sia X, ~ Bin (n, 3—18) e sia Z, =

38
A,, := {il capitale & maggiore di quello iniziale dopo n scommesse}. Tale evento si verifica se e
solo se vale la disuguaglianza 35X — (n — X) -1 > 0, cioé se e solo se X > .
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(i) Chiamiamo per semplicitd X := X3y, Z := Z3g e A := Asgy.

1— 32 4
_ _ 38 _ _
IP’(A)_IP’(XZD_IF’(ZZ 37.34>—P<2237‘34)_

38

4
=1-®| —— | = 1—-P(0.112) = 1 — 0.544 = 0.456.
<\/37-34> ( )

(11) Chiamiamo per semplicita X = X1000007 Z = ZlOOOOO e A= AIOOOOO-

2778 — 100000 5564
_ _ 38 _ _
P(A) =P(X >2778) =P (Z > | =P (Z > 100%) —
38

5564
=1-P <Z < > ~1— ®(2.893) ~ 1 —0.9981 = 0.0019.
100370

(iii) Chiamiamo per semplicita X := Xg79, Z := Zg7o2 € A := Agyo. Consideriamo ’evento
B :={il capitale & uguale a quello iniziale dopo 972 scommesse}.
Usando la correzione di continuita si ha

V97237 T — \/972-37
38 38

26.5 — 22 27.5 — 22
P(B):IP(X:Q?):P<38<Z<58

< 3 _,_ T3 )_
21243 ~ 7 T 2,243

73 35
=0 | — | - | —— | = P(2.341) — (1.122) =~ 0.9904 — 0.544 = 0.4464.
<2\/243> <2\/243> ( ) ( )

Esercizio 6 Sia E l'evento {la moneta ¢ equa}, T l’evento {la moneta ¢é truccata} e X il
numero di lanci che danno testa. Allora

X — 500 S 525 — 500
V250 V250

P(X > 525|E) =P ( ) ~1— ®(1.581) ~ 1 — 0.943 = 0.057.

Similmente,

X — 550 < 525 — 550

P(X <525|T) =P
X< ) <\/247.5 T V2475

) ~ 1 — ®(1.589) ~ 1 — 0.9441 = 0.0559.

Esercizio 7

(a) X ~U(0,A) con A < +oc.

E[|X H—/A! —alta —/A< —a)td +/a< o) tde=
a = : T CLAI'— ; T CLASU o a Z'AZU—

1 2 A 279 1 /A2
:A<[g—ax] —|—[ax—a:2} ):A<2—aA+a2> =: g(a).
a 0
Poiche ¢'(a) =
4

A
(-A+2a) =0 < a= 3¢ g"(a) > 0 per ogni a, la caserma deve

trovarsi in



(b) X ~ Exp(X).

400 400 a
E[|X —a|] = / |z — alNe Mdz = / (z — a) e dx + / (z — a)e dx =
0 a 0

400 a +o0 a
=\ </ re Mdr — / re Mdy — a/ e Mdx + a/ e_’\xdx> .
a 0 a 0

1 1

Integrando per parti si ha che /xe)‘zdx = —Xaze*)‘m ~ 32¢ A Quindi

1 —+00 1 “+00 a 1 a —+00 a
EHX*(IH:)\ 771,6—)\3? - -z +7‘T6—)\x +726—>\x +g6—)\x 7&64:;:

A a A a 0 A 0 A a A 0

2 1
= _/\“—X—i—a::g(a)
TR NS —Aa 10g2 / .
Poiche ¢'(a) = =27 +1 =0 < a = N ¢ (a) > 0 per ogni a, la caserma deve
‘ lo g2
rovarsi in ——
A
X — %n

Esercizio 8 Sia X ~ Bin (n, 5) e sia £ =

3000 — 2n 3p — 3000 3n — 3000
P(X >30000) =P |Z>—F—— | =P|Z<>F—F— | =0 | 27—
=Von V6N sVon

3

3n-3000 , o
T 1.645. Svolgendo i conti si ottiene

é

Quindi P(X > 30000) = 0.95 = &(1.645) <=

I’equazione 600n — 329\ff 30000000 = 0, che
del fatto che n & un numero intero) da

soddisfatta (dimenticandoci per un attimo

329v/6 + /3292 - 6 + 24 - 3000000000

Vn = 1200 ~2 224.279, i.e. n =~ 50301.237.

Quindi affinche la soglia delle 30000 firme sia raggiunta con probabilitd di almeno 0.95 e
necessario interpellare 50302 persone.

Esercizio 9* Dividiamo i casi k pari e k dispari. Abbiamo che per & = 2n + 1 dispari, la
funzione x*v/4 — 22 ¢ una funzione dispari, che integrata su un intervallo simmetrico da 0.
Percio, man+1 =0 Vn € NU{0}.

Vediamo ora il caso kK = 2n pari. Abbiamo che my = 1, dato che mg coincide proprio con
I'integrale della densita. Calcoliamo ora mg, per ricorsione:

Moy == /_ \/jdx— / 1—

Applichiamo la sostituzione sin(t) = g dz = 2 cos(t)dt:

1 2 5 9241 %
= / ¥ 1 — <£> dz = / sin®(t)y/1 — sin?(t) cos(t)dt =
T J_ o 2 T -z

92n+l 5 92n+1
= / sin®"(t) cos?(t)dt = / sin®" (¢ )dt—/
s s T
-z _ _

22n+1

vl
w3

. (I2n, — Ion+2)

sin2”+2(t)dt> =

SIE]
S



12

con Iy, := /
I, ::/

sin?®(t)dt. Calcoliamo ora a parte (e per parti) o, e o, o:

VBRI

3

_ sin?*71(t) - sin(t)dt = —sin® 71 (¢) - cos(t)|  +

ISTER
w0
@0,
=]

[\~
S
o)
~
S—
o
~
1
ol
NIE

wol3
B

(2n — 1) sin®"2(¢)(— cos®(t))dt = (2n — 1) /2 sin?"~2(t) cos?(t)dt

[SIE

22n+1 22n—1
Iop =4-

—

Ign = 4(2n - 1) mon—2.

92n+1
Analogamente, abbiamo che

Iopto = (2n 4 1)may,, quindi

227’L+1
man =

(I2n — Iopy2) = 4(2n — 1)map—2 — (2n + 1)may,

42n —1)

da cul otteniamo che msy,, = mmgn_g. Adesso applichiamo la ricorsione:
n

_4(2n 1) ~2(2n—1)-2(2n - 3) 22n—1)-2(2n—3)---2-1
TR ) R (n+l)-n T (n+1)-n---1

S (2n—2)-(2n—4)---4-2-(2n—1)-(2n—3)---1 2"(2n — 1)! _
- (n+1)2n—2)-(2n—4)---4-2-n! C(n+ 12t n—1)!-nl

B 2-(2n)! 1 2n\ c
C(n+1)-2-n-n! (n+D\n/) "
(Si, sono proprio 1 numeri di Catalan! E la semicircolare di Wigner ¢ una delle densitd pit
importanti di tutta la probabilita contemporanea...)

https://it.wikipedia.org/wiki/Distribuzione_di_Wigner
Quindi concludiamo che

mo =

se k & dispari

mg = 1 2 .
g Cn = (n—l—l)(:) se k = 2n & pari



https://it.wikipedia.org/wiki/Distribuzione_di_Wigner

