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Esercizio 1 Le radici dell’equazione 422 + 42Y +Y + 2 sono reali se e solo se il discriminante

& non negativo.
A =16Y? —-16Y —32, quindi A >0 < Y?-Y —-2>0 < Y < —1 oppure Y > 2.

Quindi, se A := {le radici dell’equazione sono reali}, poiche Y ~ U(0,5), si ha

IP’(A):IP’(YS—1)+IP’(Y22):1—]P’(0§Y<2):1—§:%

o« e . 1
Esercizio 2 Sia X ~ Exp()\) con A = 3.
(i) P(X >2) =e P =¢e L,
(ii) Poiche le variabili aleatorie esponenziali sono prive di memoria,

P(X > 10X >9)=P(X >1) =e* = /2

Esercizio 3

Esercizio 4 Vedi la soluzione dell’esercizio 4 all’indirizzo http://www.mat .uniroma3.it/users/
caputo/didattica/cpl10/sol_esamed4_250111.pdf

Esercizio 5 Consideriamo gli eventi A := {I’imputato & innocente} e B := {I'imputato ¢ colpevole}.
1 le A
Si ha X ~ Exp(\) con A = { se v

% se vale B

1 1
(i) 19% = % =P(X <cld)=1-€" < ¢ "= = c=log(20) ~ 2.99.
1

1 1 1
i) P(X >¢|B) =e 3¢ = ¢ 3108(20) — 9073 = —~_ ~(.223.
(ii) IP( |B) Wi

(iii) Abbiamo che P(A) = P(B) = 1/2. La probabilita che la giuria si sbagli é
p=PH{X >c}NA)+PH{X <c}NB)=P(X > c][A)P(A) + P(X < ¢|B)P(B) =

1/1 1
==-|l=4+1——=] ~0.413.
(a4 23)
11 valore atteso del numero di volte in cui la giuria sbaglia su dieci sentenze é quindi il
valore atteso di una binomiale Bin(n,p) con n = 10 e p ~ 0.413, cioé np ~ 4.13.


http://www.mat.uniroma3.it/users/caputo/didattica/cp110/sol_esame4_250111.pdf
http://www.mat.uniroma3.it/users/caputo/didattica/cp110/sol_esame4_250111.pdf

Esercizio 6 Sia 0 < z < 2. Allora

Fr(z) =P(Z<2)=> P(Z<2T=n)P(T=n)=Y» PV, <2)P(T =n)
n=1

2
n=1 n=1
z 1 z
2/1-(1-2)1-p) p2—2)+=2
0 2 <0

1 z>2

Esercizio 7 Modellizziamo il bastoncino con l'intervallo [0,1] e il punto in cui viene spezzato
con un’uniforme X ~ U(0,1).

1. Sia L la variabile aleatoria L = {lunghezza del segmento pin corto} = min{X,1 — X}.
Notiamo che supp(L) = [0,1/2].

Frz) =PL<z)=1-PH{X>z}n{l-X>z})=1-Per<X<l-2x)=

= (1 — (1 — 2$))]l[071/2}(l‘) = 21‘]1[0,1/2] (33) — fL(fL‘) :

= o F(@) =21 9(@).
Quindi il valore atteso di L é

D=

1
oo o §
E[L] == / xfr(x)de = / 221 g1 s (w)d = / 2zdx = 22 !

—00 0

. Sia ora R la variabile aleatoria

R := {rapporto tra la lunghezza del segmento piu corto e quella del segmento piu lungo} =

~ min{X,1- X}
~ max{X,1- X} = #(X),

dove X ~ U(0,1) e

T l1—=z
o) = Eﬂ[m/z](ﬁ) +

1 [1/2,1] (7).
Ora,

Blox)] = [ ololfxlone = [ (1 =

1 mﬂ[o;/z] (z) +

o0
—00

1
2 11 L -
- T dw+ Tar =2 L da
0 1—.’1} % l

x 1z
(applica il cambiamento di variabili x — 1 — x nel primo integrale). Ora basta calcolare

12
2/1 . dz = 2(log(z) — x)
2

1

= 2log(2) — 1 ~ 0.3862.

D=



Esercizio 8

M,
(i) Poiche X; ~ Exp()\) iid., M, = max X;eW, = —,
i€{1,...,n} logn

Fy, (x) =P(W,, <z) =P(M, <zlogn) =P(X; <zlogn,...,X, <zlogn) =

_ (1 - e—kfclog”)" - (1 - elog(n’“))n - <1 - % "
n X

Quindi
. Ay 0 se x < %
1 _—— = -1 = l
33, T >—n1;120[(1 ) ] ° e
1 se x > %
(ii) Per ogni € > 0 si ha
M, 1 M,
lim IP( g ‘ >e) = lim [P( - > ( —e>] =
n—00 logn A n—00 logn
M, 1 1
= li 1-P < — P - =
7300 [ (logn A + 6) + <logn A 6)]

1 1
=lim |[1-Fy,|-+e|]+Fw, |-—€)]|=1-14+0=0.

1
(iii) Poiche Z, = M,, — X logn,

1 t 1 t 1
Fz, () =P(Z, <t) =P <Mn St+y 10gn> P (Wn - > Fw, <logn + >\> ;

quindi F(t) = lim Fy, (t) esiste.
n—oo

0 se t <logn

t 1
42 = 1 —
F(t) = nhm Fz (t)= nhm Fw., <l + )\) e se t =logn .

1 se t > logn

Esercizio 9 Ricordiamo dalla fisica di scuola che un corpo rimane in equilibrio se la proie-
zione del suo baricentro sul terreno cade all’interno della proiezione della base. Modellizziamo
la moneta come un cilindretto di raggio R e spessore S fatto di un materiale omogeneo (in
modo che il baricentro corrisponda al punto medio del segmento ottenuto intersecando la mo-
neta con una retta passante per il centro della circonferenza alla base e perpendicolare ad essa) .
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pr01ez1one del baricentro proiezione del baricentro



Immaginiamo la moneta iscritta dentro una sfera: il problema si riconduce quindi a stabilire
qual é la probabilita, prendendo un punto uniformemente a caso sulla superficie della sfera e
tirando il raggio che unisce il punto al centro della sfera, che tale raggio intersechi il bordo della
moneta. Poiché il punto lo abbiamo preso uniformemente a caso sulla superficie, tale probabilita
sard uguale al rapporto tra l’area della zona sferica compresa tra le due facce della moneta e
I'area totale della sfera. Ora, possiamo pensare le due facce della moneta come le intersezioni
di due piani paralleli e simmetrici rispetto al centro con la sfera. Questi due piani saranno tra
di loro distanti esattamente S, lo spessore della moneta. Chiamando p il raggio della sfera, Z
la zona sferica compresa tra le due facce della moneta e ¥ la superficie della sfera, e applicando
il fatto geometrico citato nel testo chiamando « la costante di proporzionalitd tra le aree e le
distanze tra i piani, otteniamo:
Area(Z) as S 1 2

P({la moneta rimane dritta sul bordo}) = Arca(®) ==, =3 S = 37
rea a-2p  2p

Per mettere in relazione il raggio della sfera p con il raggio della moneta R é sufficiente usare il
teorema di Pitagora:

2 2 8 3 R
P < > P () of TP T o V2

1
cioé lo spessore della moneta deve essere —— ~ (0.3535 volte il suo diametro.
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